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Zum Verstiandnis der unendlichen Energieeigenwerte,
die in der MO-LCAO-Methode mit teilweiser Uberlappung auftreten

Von W. A. Binger, H. PrEuss,
Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen,

L. HorFACKER,

Institut fiir physikalische Chemie der Universitit Gottingen,

und H.-H. SceMIDTKE,

Cyanamid European Research Institute, Cologny, Genf
(Z. Naturforschg. 16 a, 1334—1338 [1961] ; eingegangen am 7. Oktober 1961)

It is known that the MO-LCAO-method with partial inclusion of overlap can lead to infinite
energy values. The reason for this physically impossible behaviour is investigated here. It is shown,
that the infinite energy values are a consequence of the inconsistent amputation of the overlap and
energy matrix. Methods of avoiding this difficulty are discussed. The general theory is illustrated

by application to the allyl radical.

Bei der theoretischen Behandlung konjugierter
organischer Molekeln nach der MO-LCAQO-Methode
sind bisher folgende Naherungsstandpunkte einge-
nommen worden:

1. Von Hicker!, der als erster die MO-Methode
in die theoretische Chemie der konjugierten Verbin-
dungen eingefiihrt hat, wird als Uberlappungsmatrix
© der Atomfunktionen die Einheitsmatrix gewihlt.
In der Matrix § des Hamirton-Operators H werden
dagegen Wechselwirkungen mit den nachsten Nach-
barn, aber keine weiteren berticksichtigt. Die Eigen-
werte der Energie haben im Falle gleichatomiger
Systeme die Form

Ei:a'*'ﬂgi, (1)

wo a und f Elemente der $-Matrix sind, die als
Couroms- bzw. Resonanzintegral bezeichnet werden.
Die p; sind aus der Geometrie der Molekeln be-
stimmte reine Zahlen.

2. WreLAND 2 hat die Hickersche Methode spater
modifiziert, indem er auch die Uberlappung S zwi-
schen benachbarten Atomfunktionen in Betracht zog;
dabei blieb die $-Matrix im Sinne HuckeLs unver-
andert. Auf diese Weise berechnet man die Energie-
eigenwerte zu

E(0) =(a+pe)/(1+S@i). (2)

1 E. Hicker, Z. Phys. 60, 423 [1930]; 70, 204 [1931]; 72,
310 [1931]; 76, 628 [1932].

2 G. W. WxuEeLanp, J. Amer. Chem. Soc. 63, 1770 [1941].

3 H. Harrmanw, Z. Naturforschg. 15 a, 993 [1960].

4 W.A.Bincer, H.Preuss u. H.-H.ScamipTre, Z. Naturforschg.
16 a, 1328 [1961], voranstehend.

3. Hartmany3 hat vor kurzem die Hickeusche
Theorie so erweitert, dal} er neben den 2pa-Funk-
tionen auch hohere Atomfunktionen einfiihrte. In
entsprechender Weise ergeben sich auch hier die
Eigenwerte der Energie als Funktion der gleichen
strukturabhéngigen Parameter p; .

4. Schlieflich 1aft sich auch die Harrmannsche
Néherung durch Mitnahme der Uberlappung zwi-
schen néchsten Nachbarn noch vervollstandigen % *.
Man erhélt auch hier Energieeigenwerte als Funk-
tion der bekannten g; .

Es 1aft sich zeigen, dall der Wertbereich der mog-
lichen Qi

-3<u< +3 (3)

ist?. Nach Gl. (2) kann es daher vorkommen,
daf fiir einen bestimmten Wert der Uberlappung
[S= — (1/0;)] ein unendlicher Energiewert auftritt.
Diese Schwierigkeit ergibt sich immer dann, wenn
die Uberlappung in unvollstindiger Weise (etwa
Beschrankung auf néachste Nachbarn) eingefiihrt
worden ist. In der Ndherung des Punktes 4. sind
diese Singularititen der Energie besonders schwer-
wiegend, weil die Uberlappungsintegrale zwischen
hoheren Atomfunktionen viel niher an 1 liegen als
es bei den 2pzi-Funktionen der HickeLschen Theorie
der Fall ist.

* Wie wir inzwischen erfahren haben, hat auch Herr Dr. G.
Griemasy (Institut fiir physikalische Chemie der Universi-
tat Frankfurt/Main) zur gleichen Zeit dhnliche Untersu-
chungen durchgefiihrt, ohne sie zu publizieren.

5 C. A. Coursox, Proc. Camb. Phil. Soc. 46, 204 [1949].
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UNENDLICHE ENERGIEEIGENWERTE BEI DER MO—-LCAO-METHODE

Solange dieser Widerspruch nicht beseitigt ist,
miissen alle Berechnungen von konjugierten Syste-
men mit teilweiser Uberlappung in Zweifel gezogen
werden. Keinesfalls darf man erwarten, dafl die un-
kritische Mitnahme von gewissen Uberlappungen
eine Verbesserung bedeutet. Aufgabe dieser Arbeit
ist es, eine Erklarung fiir das Auftreten der Singu-
laritdten zu geben und die Moglichkeiten zu ihrer
Vermeidung zu priifen.

1. Die Natur der Singularitdten

Zum besseren Verstindnis des vorliegenden Pro-
blems wollen wir zunichst einige einfache Zusam-
menhénge zwischen der linearen Abhingigkeit eines
Funktionssatzes und der Grofle der zugehorigen De-
terminanten von Uberlappungs- und Energiematrix
anfiihren.

Bekanntlich besteht die notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die lineare Abhéngigkeit eines
Funktionssatzes ¢; (i=1,...,N) darin, da} die
Determinante | L;;.| der Elemente (¢;|L|¢y) ver-
schwindet, wobei L ein linearer und hermitescher
Operator sei.

Nehmen wir nun weiter an, daf} ein linear-unab-
hangiger Funktionssatz in solcher Weise linear ab-
hingig werde, dafl die Funktion ¢; stetig gegen
eine bestimmte Linearkombination

N
¢= > bj(0) »; (4)
i=2
der ibrigen Funktionen geht, so kann weiter, ohne
Einschrankung der Allgemeinheit, angenommen wer-
den, daB dieser Ubergang mittels eines reellen Para-
meters p geschieht;

lim ¢, (p) =¢. (5)
p—0

Wir wollen nun das Verhalten der Uberlappungs-
determinante | S| = | S;;| = [(®:| ®;)| und der aus
den Elementen (¢; H|@;) =H;; gebildeten Deter-
minante beim Vorgang (5) ndher untersuchen.

Dazu erweitern wir ¢,,...,@y zu einem voll-
standigen Funktionssystem, indem wir weitere Funk-
tionen ®y.;... hinzunehmen, die wir orthogonal
untereinander und auf ¢,,..., ¢y annehmen kon-
nen. Dann 146t sich ¢, nach den ¢, (k=2.3,...)
entwickeln und wir haben

N )
®1= bi(p) @i+ > bi(p) ;. (6)
=2 =N+t
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Dabei gilt
b;(0), j=2,...,N,

,f‘f?gb’(p)z{ 0 , j=N+1.... (9

Fir kleine p kann Gl. (6) wegen (6 a) in der Form
P1=@+p . +0(p? (7)

entwickelt werden. Dabei ist @ — definiert durch
Gl. (4) — der Grenzwert fiir die Funktion ¢, beim
Ubergang zu linearer Abhiingigkeit. Der zweite mit
p verschwindende Anteil entsteht aus dem zweiten
Glied von (6) und ist nach Voraussetzung ortho-
gonal auf @. Bilden wir unter Beriicksichtigung von
(7) und (4) die Determinanten |S| und |H|, so
nehmen sie fiir hinreichend kleine p die folgende
Form an:

PSS/ PS’r... 2SN |
PSy’ Swm . {
&= : B

psm' ....... SVN

p*H/Y pH's...pH'N ‘

‘ pHy' Hp . |

=1 : - (8)

? .HM ...... H,;N

Aus (8) folgt nun, daB | S| sowie auch | § | propor-
tional mit p? fir p— O gegen Null gehen. Das Si-
kularproblem

He=cE 9)

gibt jetzt nach (8) die Sakulardeterminante
| By =S/ E B{y=S/vE...|

B I A - Y
|

p* | (9 a)

Hieraus und aus Gl. (7) ergibt sich, dal die N
Eigenwerte des urspriinglichen Sdkularproblems (9)
bei dem Grenziibergang (5) bzw. (6a) in N end-
liche Grenzwerte tibergehen, die sich schon aus Gl.
(9 a) bei kleinem p? >0 berechnen lassen. Dies zeigt,
daf} durch das Linearabhingigwerden von ¢, der
Grad des Sakularproblems nicht von N auf N —1
erniedrigt wird, wie man zunichst erwarten wiirde,
wenn der Grenziibergang wie hier vorgenommen
wird. Vielmehr tritt jetzt an Stelle von ¢; die neue
Funktion ¢,’, die sich gemiR (7) aus

e I

bestimmt.
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Ein solches Verhalten des Funktionssatzes ist in
einem anderen Zusammenhang schon frither beob-
achtet worden. So zeigt sich, daf} der ,open-shell“-
Ansatz

3W —N'[1s(1) 1s"(2) —1s(2) 1s"(1)]

fiir den 1s 2s 3S-Zustand des He-Atoms beim Uber-
gang zum ,closed-shell“-Fall (1s"— 1s) nicht ver-
schwindet, sondern in

N[1s(1) 2s(2) —1s(2) 2s(1)] (7Db)

tibergeht 6, wobei die beiden Terme in 3% den Funk-
tionen ¢, und ¢, der Ausdruck (7b) der Funktion
@y in Gl. (7) entsprechen.

Ein anderes Beispiel ist die MO-LCAO-Berech-

nung des 6,.-Zustandes
Ou= {2 (1—Sap) }—llz' (1sp—1sy)

des H,"-Molekiils.

Fir R,, — 0 verschwindet die Funktion (7 c) nicht,
sondern geht in die Funktion 1p o, tiber, die wieder
mit ¢;" von Gl. (7a) zu identifizieren ist. Ein ent-
sprechender Grenziibergang fiir zwei 2pz-Funktio-
nen liefert fiir verschwindenden Kernabstand R,y
eine Funktion vom Typus 2dz. In allen Féllen blei-
ben alle Eigenwerte der Sdkulargleichung (9) beim
Grenziibergang (5) endlich.

Aus diesen Uberlegungen folgt nun weiter, daf
bei konsequenter Durchfiihrung der MO-LCAO-
Methode, die ja auf ein Sdkularproblem (9) fiihrt,
kein Unendlichwerden der Energie auftreten kann,
solange die Elemente der Determinanten |& | und
|$| mit dem tatsichlich vorliegenden Funktions-
system berechnet werden, welches hier aus den
Atomfunktionen @, besteht, die bei den jeweiligen
Atomen des Molekiils zentriert sind.

Die Molekiilfunktionen v; sind dann

(7¢)

N
wi=20yi¢ﬂ; i=1,2,...,N,

u=1

(10)

wobei die Koeffizienten c.i zu der Matrix ¢ zusam-
mengefalt seien. Die vy; und D, konnen ebenfalls
zu je einem Zeilenvektor

‘P=(1P1,‘P29---,WN); ¢=(¢1’¢2s---3¢1\/)

zusammengefallt werden, womit sich die N Glei-
chungen (10) in der Matrixform

Y= (10a)
ergeben.
6 H. Suurr u. P. O. Lownpiy, J. Chem. Phys. 25, 1035 [1956].
7 P. O. Lowpin, Phys. Rev. 97, 1447 [1955].
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Durch die Substitution 7

(=" (11)
geht die Sdkulargleichung (9) tber in
=G, (12)
wobei §=ChHS" (13)
ist. Aus (10 a) und (11) folgt
Y= = (14)

Dabei sind die zu dem Zeilenvektor ¢ zusammen-
gefaliten ¢, zueinander orthogonal.

Da nun bekanntlich das Produkt aller Eigenwerte
E;von (12) durch

IE=|9'|=1$1IS] (15)

gegeben ist, folgt, dal nur dann unendliche Energie-
werte E; zu erwarten sind, wenn |&|=0, aber
| ©|+#0 bleibt. Dies kann nach Gl. (8) und folgen-
dem Text bei einer konsequenten Rechnung nicht
vorkommen.

2. Konsequente Formulierung der MO-LCAO-
Methode mit Nachbariiberlappung

In der naiven MO-LCAO-Methode nach Hiicker !
und WHELAND 2 werden die urspriinglichen Matrizen
$ und & durch Wegstreichen von Nichtnachbarglie-

dern vereinfacht zu

~

H=al+p8, S=1+858. (16)

Dabei ist & die topologische 8 Matrix (auch Struk-
turmatrix 3 genannt). Solch eine Amputation fiihrt
zu den schon in der Einleitung erwidhnten Singulari-
titen #. Im Gegensatz dazu 1iBt sich die Form (16)

fiir die ©-Matrix in korrekter Weise durch die fol-
gende Basistransformation 11 erzielen

u=@—1/x(1+sg)+1/z,
S =UBU=6=1+S53.

Durch die gleiche Transformation geht & iiber in
=51, (17 a)

was jedoch i. allg. von 35 verschieden ist. Damit laft
sich die gleichzeitige Amputation von § und & ge-
maf} Gl. (16) nicht mehr auf eine gemeinsame Basis-
transformation zurickfithren. Dies ist die Ursache

fiir die Singularitiaten in der MO-LCAO-Methode

(17)

8 U. S. Ham u. K. Ripexsere, J. Chem. Phys. 29, 1215 [1958].
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mit Nachbariiberlappung. Fiir bestimmte Werte von
S erweist sich namlich das Wegstreichen von Nicht-
nachbargliedern in © und § nach (16) in der Weise
als ungliicklich, daB |©|=0 wird, aber | .55 |+0
bleibt [s. Gl. (15)]. Wegen

|&|=|I+58|=0 oder |8— (—1/S)I|=0 (18)

hingen die kritischen Werte von S mit den Eigen-
werten 0; der Strukturmatrix

|8—0i1|=0 (19)

gemdB S= — (1/0;) zusammen [s. auch GL (2)].
Aus | © | =0 folgt nach (17) auch |11 |=0, was dem
Ubergang zu einem linear abhingigen Basissystem
entspricht.

Zur Vermeidung der Singularititen ist es daher
am zweckmiBigsten, die Transformationsmatrix 11
so zu wiahlen, daf} immer }11 | # 0 ist fur alle zulas-
sigen Werte von S. Im folgenden Abschnitt soll das
bisher Dargelegte an einem einfachen System néher
erldutert werden.

3. Behandlung des Drei-Zentrensystems

‘Wir betrachten jetzt ein System von drei gleichen
Atomfunktionen (AO’s) P, (u=1,2,3) in linearer
dquidistanter Anordnung. Damit haben die vollstéan-
digen - und &-Matrizen die folgende Form:

s [ a P By = 1 S S
'SQ = ( B1s a! ﬂ; ) ) ©= (512 112 312 ) . (20)
Py B2 a Sis S 1)

Eine einfache Transformation 11 nach Gl. (17) ist
z. B. diejenige, bei der die mittlere AO @, unverin-

dert bleibt. Sie hat die Form

a 0 b
11=(0 1 0), (21)
b 0 a
wobel
a=3((1+S5) 7"+ (1-S33) "), (21 a)
b= —35((1—S833) "= (14S8;3) 7).
Dabei ist |U|=a2—b2=(1—S,2) ", (21b)

und daher immer von Null verschieden.
Mit (21) transformieren sich § und & nach (17)
und (17 a) zu

a—fis Sui o B2 ﬁxa’:aislgi
1-5,¢ V1+S;s 1=S*
’” B2
9= & yitss |- (22a)
2= fu Su
1-5,¢

9 R. S. Mutuikey, J. Chim. Phys. 46, 497 [1949].
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Sie

V1+S,
_Su
VI+S,

"= (22D)

1

Wie man sieht, wird durch die Transformation
die Uberlappungsmatrix auf die gewiinschte Form
(16) gebracht. Dabei ist jedoch im Gegensatz zur
amputierten Form von &, wo S;;=0 gesetzt und
S,o unverdndert gelassen wird, S;, durch den Aus-
druck S;/V1+S,; ersetzt worden. Die Energie-
matrix § dagegen hat noch nicht die Form von ©
nach Gl. (16). sondern geht in diese durch die spe-
zielle Annahme f;3=aS;; iiber, die mit der MuLLI-
kENschen Approximation ? in Zusammenhang steht.
Die Eigenwerte haben mit dieser Annahme die Ge-
stalt

Eo= V2 6Bu/VI4S0)  yyg Eo—a. (23)

- 1% y2: (S1s/ V1+Sy3)
Man ersieht aus (23) sofort, daf} keiner der Energie-
eigenwerte unendlich werden kann, weil wegen

(21b) auch | ©”|+0 bleibt und daher immer
(S12/V1+S13) <1/V2 (24)

gilt. Soll dagegen durch die Transformation die
Nachbariiberlappung S;> unverdndert bleiben, wie
es bei dem WueLanpschen Vorgehen der Fall ist, so
ergibt sich die folgende Transformation

a c b
U={0ad0),
b c a

wo a und b wieder durch (21 a) gegeben und

(25)

c=(Sp/V1+555) (1—d), (25 a)
d=V(1-25,%)/V(1-25,2+S;5) (25b)

sind. Dabei ist
11| =d(a®—b?) (26)

und kann wegen Gl (21b) nur fir d=0, d.h.
Si2=1/V2 verschwinden. Dieser Wert kann, im
Gegensatz zu (24), in der Praxis durchaus auftreten.
Damit erhilt das mit (25) transformierte & die

Form
, 1 S, O
= S 1 Spp )
0 S, 1

und es ist |©”7|=0 fiir S;5=1/V2. Bei gleicher
Transformation der §-Matrix muf} aber — wie oben
gezeigt — auch | | =0 sein, so daB auch in die-
sem Fall gemidfl (8) und (15) die Eigenwerte end-
lich bleiben. In der Praxis verwendet man aber an

(27)
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Stelle von §” die amputierte Form (16), deren De-
terminante fiir Sy, =1/V/2 nicht verschwindet. Da-
her treten in der fiir diesen Fall zustiandigen Ener-
gieformel (2) unendliche Energiewerte auf. Das

K. HEINZINGER, A.KLEMM UND L. WALDMANN

gleiche ist auch der Fall, wenn man die H;;, empirisch
bestimmt und dabei deren Abhingigkeit von den
Kernkoordinaten nicht Rechnung trigt, wie es in der
Literatur gelegentlich geschieht.

Die Warmeleitfihigkeit
von gasformigen Para-Ortho-Wasserstoffgemischen bei 20°K

Von K. Heinzinger *, A. Kuemm und L. WaLpMaNN

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie (Otto-Hahn-Institut), Mainz
(Z. Naturforschg. 16 a, 1338—1342 [1961] ; eingegangen am 6. September 1961)

WerNEr Heisensere zum 60. Geburtstag gewidmet

Mit einer Differentialmethode wurden bei 20 °K die relativen Differenzen der Wirmeleitfihig-
keiten von Para-Wasserstoff und verschiedenen Gemischen von Para- und Ortho-Wasserstoff gemes-
sen. Es ergab sich, daB Para-Wasserstoff eine um (5,84 £ 0,30)%00 groBere Wirmeleitfihigkeit be-
sitzt als Normal-Wasserstoff, und daB die Warmeleitfahigkeit der Gemische als Funktion des Ortho-
Wasserstoffgehalts negative zweite Ableitung hat. Das Ergebnis stimmt mit entsprechenden Zahig-
keitsmessungen von Brcker und Steni iiberein und hat noch keine vollstindige theoretische Er-

klarung gefunden.

Para- und Ortho-Wasserstoff, auf deren Existenz
erstmals HEISENBERG in seiner grundlegenden Arbeit
iiber Mehrkorperprobleme in der Quantenmechanik
hingewiesen hatte!, befinden sich bei 20 °K prak-
tisch in ihren Grundzustinden, in denen p-H, nicht
rotiert und 0-H, den inneren Bahndrehimpuls & be-
sitzt. Nimmt man an, dal die Wechselwirkungs-
energie zweier H,-Molekiile, gleich welcher Art, ein
und dieselbe Funktion nur des Abstandes der Mole-
kilschwerpunkte ist, also nicht von den Bahndreh-
impulsen und den Kernspins abhingt, so unterschei-
det sich ein Zweierstofl im p-H, von einem im o-H,
nur durch die Symmetrieforderungen, welche man
an die jeweilige Zweiteilchen-Wellenfunktion zu stel-
len hat. Dieser Symmetrieunterschied allein sollte zu
einem Unterschied der Transportkoeffizienten beider
Gase bei tiefen Temperaturen fuhren. Auf die Mog-
lichkeit dieses rein quantenmechanischen Effekts
wurde von theoretischer Seite schon vor langem hin-
gewiesen 2.

Altere Messungen bei 20 K hatten weder fiir die
Zihigkeit 3, noch fiir die Warmeleitfahigkeit +® von
p-H, und Normalwasserstoff (25% p-H, . 75% o-H,)
einen Unterschied ergeben. Dabei gelangten aller-
dings die zu untersuchenden Gase nacheinander in

* Dissertation Mainz 1961 (D 77).

1 W. HeisexserG, Z. Phys. 41, 239 [1927].

2 0. Hareery u. E. Gwaramey, Phys. Rev. 52, 944 [1937].

3 P. Harteck u. H. W. Scamior, Z. phys. Chem. B 21, 447
[1933].

die gekithlte Kapillare bzw. Wairmeleitfahigkeits-
zelle, was die Mefgenauigkeit wegen der zeitlichen
Inkonstanz der Temperatur beeintrichtigte. Offenbar
mul} sich die MeBigenauigkeit durch Anwendung
einer Differentialmethode, bei der zwei moglichst
gleich gebaute Kapillaren bzw. Warmeleitfahigkeits-
zellen im Kaltebad nebeneinander und gleichzeitig
mit den zu vergleichenden Gasen beschickt werden,
erheblich steigern lassen.

Zahigkeitsmessungen, die mit einer solchen Dif-
ferentialmethode ausgefiihrt wurden ¢, ergaben, da}
p-H, bei 20 °K eine um 5.6%0w groBere Zahigkeit
besitzt als Normal-Wasserstoff, und dafl die Kurve,
welche die Zahigkeit als Funktion des o-H,-Gehaltes
darstellt, eine negative zweite Ableitung hat. In der
vorliegenden Arbeit wird iiber entsprechende Mes-
sungen der Warmeleitfahigkeit berichtet. Wie schon
kurz mitgeteilt 7, stimmen die Ergebnisse dieser Mes-
sungen gut mit denen der Zahigkeitsmessungen iiber-
ein.

1. Die Apparatur

Abb. 1 zeigt den Plan der Apparatur. Wasserstoff
aus einer Stahlflasche gelangt iiber eine Kapillare in
den mit fliissigem Wasserstoff gekiihlten und mit Aktiv-

4 J. B. Usink, Physica 14, 165 [1948].

5 L. Warpmaxy u. E. W. Becker, Z. Naturforschg. 3a, 180
[1948].

8 E. W. Becker u. O. Stenr, Z. Phys. 133, 615 [1952].

7 K. Henzincer, Z. Naturforschg. 15 a, 1022 [1960].



